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Рассмотрена система из точечной материальной частицы и поля, описываемого нели-
нейным 3D-уравнением Клейна — Гордона. Частица создаёт неоднородность поля и
взаимодействует с ним. Показано, что при учёте релятивистских эффектов в слу-
чае малой по сравнению с параметрами неоднородности массы покоя частицы для
такой системы невозможен устойчивый минимум энергии при нулевой скорости. По-
добное поведение интересно с точки зрения построения солитонных моделей частиц
с собственным ненулевым моментом количества движения или солитонных моделей
частиц с осциллирующей массой.
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Одним из часто исследуемых лоренц-инвариантных нелинейных дифференци-
альных уравнений является уравнение Клейна — Гордона, в частности уравнение
синус-Гордона. Оно имеет много приложений в различных областях физики, вклю-
чая гидродинамику, физику конденсированного состояния, теории поля и т. д. [1–4].
Обычно при рассмотрении подобных уравнений с различными неоднородностями
или примесями примеси считаются стационарными. Они в таких задачах моде-
лируют различные дефекты, например для уравнения синус-Гордона — дефекты
в магнитных материалах [5–11]. В работах [12–14] численно была показана воз-
можность существования в области примеси долгоживущих 2D-пульсонов и 2D-
солитонов, структура и динамические свойства которых зависят от параметров при-
меси. Уравнения Клейна — Гордона являются лоренц-инвариантными, и их реше-
ния обладают релятивистскими эффектами [15]. Поэтому достаточно интересным
будет рассмотрение системы из этих уравнений и точечной частицы, описываемой
релятивистской динамикой. Точечная частица в данной модели будет источником
неоднородности для скалярного поля. К тому же, как было показано в [16], учёт
релятивистских эффектов в подобной системе приводит к появлению незатухаю-
щего движения, которое можно рассматривать как модель собственного момента
количества движения или спина частиц. Появление собственного момента количе-
ства движения частиц в подобной модели как релятивистского эффекта делает её
весьма интересной с методологической точки зрения.

Ранее в работе [16] были исследованы подвижные неоднородности нелинейного
пространственно одномерного уравнения Клейна — Гордона, которые рассматрива-
лись как солитонные модели частиц с незатухающим нестационарным движением.
Для того чтобы рассматривать подобные неоднородности как солитонные модели
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частиц с незатухающим вращением, естественно рассмотреть подобные модели в
3D-случае. В данной работе показано, что в подобной модели при некоторых пара-
метрах и в пространственно трёхмерном случае невозможен минимум энергии при
покоящейся частице.

Для рассмотрения подвижных неоднородностей или дефектов будем считать,
что неоднородность создаётся частицей с массойm, координаты которой обозначим
как x1, y1, z1, её скорость — как vx = ẋ1, vy = ẏ1, vz = ż1. Гамильтониан неоднород-
ности, взаимодействующей с полем u, запишем в следующем виде (рассматриваем
трёхмерный случай):

H = Hdef +Hu +Hint, (1)

где Hdef — энергия частицы, создающей неоднородность,

Hdef =
m√

1− v2
,

Hu — энергия скалярного поля,

Hu =
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Hint — энергия взаимодействия скалярного поля и частицы, создающей неоднород-
ность,

Hint =
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Функция V (u) в выражении (2) имеет вид

V (u) =
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2
.

Из условия сохранения гамильтониана (1), дифференцируя его по времени, по-
лучаем уравнения движения для поля:
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Далее, интегрируя по каждой из координат, получим равенство
∞∫

−∞

uxuxtdx = −
∞∫

−∞

uxxutdx.

Считая, что выполняется уравнение движения для поля u

−uxx − uyy − uzz + utt +
∂V

∂u
+ q

∂W

∂u
= 0,
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получаем выражение
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Рассмотрим далее случай взаимодействия Hint, где W = 2 cos2(u/2), а область
действия потенциала q(z, v, x) ограничена элиптической областью:

q(x, y, z, x1, y1, z1, vx, vy, vz) =
U0√

1− v2
приR2 − (x− x1)2

1− v2
− (y − y1)2 − (z − z1)2 ≥ 0,

q(x, y, z, x1, y1, z1, vx, vy, vz) = 0 при R2 − (x− x1)2

1− v2
− (y − y1)2 − (z − z1)2 < 0.

Здесь релятивистское изменение потенциала при движении его источника, т. е. ча-
стицы, принимается аналогичным изменению электростатического потенциала φ
в релятивистском случае, например изменению потенциала движущегося заряда.
Т. е. значение потенциала при движении для покоящегося наблюдателя становится
больше, а область его действия сужается. Для простоты считаем, что частица дви-
жется только вдоль оси x и v = vx. Запаздыванием при этом пренебрегаем. Такой
потенциал взаимодействия приводит к равенству

uxx + uyy + uzz − utt = u+ 2u3 − U0 sin(u)q(x1, y1, z1, vx, vy, vz, x, y, z)

и уравнению для частицы при условии v = vx
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Учитывая, что ẋ1 = vx, уравнение движения для частицы можно записать в виде
meff v̇x = Feff , где

meff =
m

(1− v2)3/2
+

z1+R∫
z1−R

dz

y1+g∫
y1−g

dy(C + A), (3)
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Feff = −
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Из выражения (3), в частности, следует, что для решения u = 0 эффективная
масса равна обычной, т. е. если поле не захватывается неоднородностью, то урав-
нение движения для частицы совпадает с уравнением движения без учёта поля u.

Далее покажем, что для этой модели при малом значении массы покоя m и до-
статочно больших параметрах U0, R не будет существовать устойчивого минимума
энергии в состоянии с нулевой скоростью. Под достаточно большими значениями
параметров U0, R подразумеваются такие значения, при которых для покоящейся
частицы будет существовать стационарное решение в виде солитона. В этом ста-
ционарном состоянии энергия поля Hu +Hint будет иметь минимум для покоящей-
ся частицы, т. е. для случая, когда координаты x1, y1, z1 не меняются. Численные
эксперименты для сферически симметричного случая показывают существование
таких стационарных решений, например для случая R = 1, U0 = 20. Решение u(r)
при этом является монотонно убывающим по r, т. е. u(a) > u(b) для всех b > a.

При этом координаты центра солитона находятся в точке x1, y1, z1. Для тако-
го решения значение подынтегрального выражения C + A будет отрицательным
при v = 0. Действительно, если выражение u(

√
(x− x1)2 + (y − y1)2 + (z − z1)2)

монотонно убывает по r =
√

(x− x1)2 + (y − y1)2 + (z − z1)2 и является сфериче-
ски симметричным, то оно будет также монотонно убывать с ростом (x− x1)2 при
фиксированных y и z. Учитывая, что максимальное значение |u|max < π и u → 0
при r → ∞, получим, что значение cos2(u/2) при x = x1 ± f будет больше, чем
cos2(u/2) при x1 − f < x < x1 + f . Поэтому A+ C < 0.

Предположим теперь, что при малых по сравнению с величиной |A+ C| значе-
ниях m минимумом энергии будет стационарное состояние частицы. Для малых m
эффективная масса частицы meff в таком состоянии будет отрицательной. Значит,
такое состояние частицы будет неустойчивым. Действительно, при малом смещении
координаты частицы x1 в положительном направлении оси x относительно центра
солитона x0 возникнет отрицательная возвращающая сила Feff . А так как эффек-
тивная масса тоже будет отрицательной, частица получит приращение скорости
в сторону первоначального смещения, и подобное стационарное состояние будет
неустойчивым.

Покажем это более подробно. Как было показано выше, для фиксированных
значений y, z функция cos2(u/2) будет монотонно возрастать с ростом (x − x1)2.
Значит, величина B в выражении (4) будет положительна при небольшом смещении
x1 относительно центра солитонного решения x0 и сила Feff будет отрицательна.

Таким образом, представленная модель при малой массе покоя частицы описы-
вает постоянно движущуюся с некоторым ускорением частицу. В случае финитно-
го движения частицы в двумерном и трёхмерном случае подобная система будет
иметь некоторый ненулевой момент количества движения. В этом случае подобную
систему уместно рассматривать как солитонную модель спина. Случай, в котором
эффективная масса частицы будет оставаться положительной, также интересен с
точки зрения существования состояний с двумя различными эффективными масса-
ми, зависящих от энергии движения частицы. Кроме того, данная модель обладает
достаточной новизной и достойна изучения с методологической точки зрения.
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ON NONSTATIONARY INHOMOGENEITIES
OF THE NONLINEAR 3D KLEIN — GORDON EQUATION
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A system of a point material particle and a field described by the nonlinear 3D Klein —
Gordon equation is considered. The particle creates nonuniformity of the field and interacts
with it. It is showed that when taking into account relativistic effects, if the particle small
in comparison with the parameters of nonuniformity of the rest mass, a stable minimum of
energy at zero velocity is impossible. Such a behavior is of interest from the point of view
of soliton models construction of particles with an intrinsic non-zero moment or soliton
models of particles with the oscillating mass.

Keywords: soliton, nonlinear wave equation, relativistic effect.
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