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Аннотация. Цель исследования — с помощью аналитических и численных методов рассмотреть задачу о структуре и
динамике связанных локализованных нелинейных волн в модели синус-Гордона с «примесями» (или пространственной
неоднородностью периодического потенциала). Методы. С помощью аналитического метода коллективных переменных
для случая произвольного числа одинаковых точечных примесей, расположенных на одинаковом расстоянии друг от
друга, получена система дифференциальных уравнений для амплитуд локализованных волн как функций от времени,
приближенно описывающая поведение рассматриваемой колебательной системы. Для численного решения модифици-
рованного уравнения синус-Гордона применён численный метод конечных разностей с явной схемой интегрирования.
Частотный анализ колебаний локализованных волн, рассчитанных численно, выполнялся с помощью дискретного
преобразования Фурье. Результаты. Для описания связанных колебаний нелинейных волн, локализованных на трёх
одинаковых примесях, получена система дифференциальных уравнений для трёх гармонических осцилляторов со
связью упругого типа. Решения этой системы уравнений для частот связанных колебаний хорошо аппроксимируют
результаты прямого численного моделирования нелинейной системы. Заключение. Показано, что связанные колебания
нелинейных волн, локализованных на трёх одинаковых примесях, расположенных на одинаковом расстоянии друг от
друга, представляют собой сумму трёх гармонических колебаний: синфазного, синфазно-антифазного и антифазного
типа. Проведён анализ влияния параметров системы и начальных условий на частоту и вид связанных колебаний.
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Abstract. Purpose of this work is to use analytical and numerical methods to consider the problem of the structure and
dynamics of coupled localized nonlinear waves in the sine-Gordon model with “impurities” (or spatial inhomogeneity of the
periodic potential). Methods. Using the analytical method of collective coordinates for the case of the arbitrary number the
same point impurities on the same distance each other, differential equation system was got for localized waves amplitudes as
the functions on time. We used the finite difference method with explicit scheme for the numerical solution of the modified
sine-Gordon equation. We used a discrete Fourier transform to perform a frequency analysis of the oscillations of localized
waves calculate numerically. Results. We found of the differential equation system for three harmonic oscillators with the
elastic connection for describe related oscillations of nonlinear waves localized on the three same impurity. The solutions
obtained from this system of equations for the frequencies of related oscillation well approximate the results of direct numerical
modeling of a nonlinear system. Conclusion. In the article shows that the related oscillation of nonlinear waves localized
on three identical impurities located at the same distance from each other represent the sum of three harmonic oscillations:
in-phase, in-phase-antiphase and antiphase type. The analysis of the influence of system parameters and initial conditions on
the frequency and type of associated oscillations is carried out.
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Введение

Исследование нелинейных волновых процессов позволило сделать ряд фундаментальных
открытий [1–3]. Были найдены решения нелинейных дифференциальных уравнений, которые
описывают уединённые волны, сохраняющие свою форму и скорость во времени, в том числе
при взаимодействии друг с другом — солитоны. Одним из интенсивно изучаемых нелиней-
ных дифференциальных уравнений является уравнение синус-Гордона (УСГ) [2–5]. Данное
уравнение описывает волновые процессы в самых разнообразных областях естествознания: гео-
логии, молекулярной биологии, физике, космологии. Например, в физике конденсированного
состояния оно применимо при описании динамики волн намагниченности в ферромагнитных
кристаллах, движения дислокаций в кристаллах, процессов в джозефсоновских сверхпроводящих
контактах, распространения волн зарядовой плотности в одномерных органических проводни-
ках, распространения электромагнитных волн в сверхрешетке на основе графена, динамики
ансамбля взаимодействующих дислокаций в линейном дефекте электроконвективной структуры
жидкого кристалла [4–8]. Будучи нелинейным уравнением в частных производных, УСГ является
полностью интегрируемым.

Найдены различные точные решения УСГ типа кинка, солитона, бризера и некоторые
другие решения более сложного мультисолитонного типа [2–4, 9, 10]. Нахождение новых решений
УСГ и исследование их свойств и взаимодействий является актуальной задачей теории нелиней-
ных волн. Обычно для использования в реальных физических моделях требуется модификация
УСГ, например, путем добавления дополнительных слагаемых. Эти слагаемые могут описывать
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внешнюю силу, диссипацию, неоднородность параметров среды и др. Хотя получаемое в резуль-
тате модифицированное уравнение синус-Гордона (МУСГ) уже не имеет точных аналитических
решений, разработан и широко применяется ряд аналитических методов (например, теория возму-
щений для солитонов или метод коллективных координат [2, 5, 11]). С помощью данных методов
исследован широкий спектр различных задач. Например, исследована задача динамики кинков,
солитонов и бризеров под действием внешней силы различного вида (зависящей от времени и
пространственных переменных) [12, 13].

Много работ посвящено изучению влияния пространственной модуляции периодического
потенциала (или примеси) на динамику солитонов УСГ [5, 14–30]. Модель синус-Гордона с
примесями применима для описания, например, случая многослойного ферромагнетика [31–34].
Пространственная модуляция периодического потенциала часто моделируется в виде дельта
функции или в других специальных видах. Возбуждение локализованной на примеси волны
(примесной моды) в результате рассеяния кинка приводит к значительному изменению его дина-
мики [5,19,20,24–28]. Структура и свойства локализованных нелинейных волн, возбужденных
на одной и двух примесях, были проанализированы в работах [19,21,25,28,29]. Было показано,
что притягивающая примесь может быть использована для возбуждения мультисолитонов УСГ.
В случае, когда на двух примесях возбуждаются локализованные примесные волны (четырехкин-
ковые мультисолитоны), аналитически показано, что их колебания можно описать системой двух
гармонических осцилляторов со связью упругого типа. Данная модель качественно описывает
результаты численного моделирования (как для точечных, так и для протяженных примесей).
Случай двух примесей дает большое разнообразие новых мультисолитонных решений и дина-
мических эффектов по сравнению со случаем одной примеси. Можно ожидать еще большего
разнообразия решений и эффектов при наличии трёх и более примесей в системе. В данной
работе исследуется связанная динамика нелинейных локализованных волн на трёх одинаковых
точечных примесях.

1. Основные уравнения и результаты аналитических расчетов

Рассмотрим безразмерное УСГ в модели с 𝑁 одинаковыми точечными примесями, находя-
щимися на расстоянии 𝑑 друг от друга, следующего вида:

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + sin𝑢−
𝑁∑︁
𝑘=1

𝜀𝑘δ (𝑥− 𝑥𝑘) sin𝑢 = 0, (1)

где 𝜀𝑘 = 𝜀, 𝑥𝑘 = 𝑘𝑑 для всех 𝑘 = 1..𝑁 . В уравнении (1) 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡), пространственная модуляция
периодического потенциала УСГ учитывается добавлением точечных примесей вида 𝜀δ(𝑥), где
𝜀 — константа, δ(𝑥) — дельта функция Дирака. Это уравнение, например, может описывать
динамику волн намагниченности в мультислойном одноосном ферромагнетике [5, 32, 33, 35] с
неоднородной по координате константой магнитной анизотропии. Тогда функция 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡)
определяет двойной угол между вектором намагниченности в данной точке в данный момент
времени и направлением вектора намагниченности в домене, координата 𝑥 будет нормирована
на δ0, где δ0 — ширина статической блоховской доменной границы, а время 𝑡 нормировано
на δ0/𝑐, где 𝑐 — предельная уокеровская скорость стационарного движения [33, 35]. Наличие
таких неоднородностей магнитной анизотропии оказывает существенное влияние на динамику
доменных границ и может приводить к образованию различного рода локализованных магнитных
неоднородностей [31–35].

Функция Лагранжа, соответствующая уравнению (1), имеет вид

𝐿 =

∞∫︁
−∞

[︃
1

2
𝑢2𝑡 −

1

2
𝑢2𝑥 + cos𝑢− 1 +

𝑁∑︁
𝑘=1

δ(𝑥− 𝑥𝑘)(𝜀𝑘 − 𝜀𝑘 cos𝑢)

]︃
𝑑𝑥. (2)
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Вначале рассмотрим аналитическое решение уравнения (1), описывающее колебания ам-
плитуды локализованных на примесях волн, используя метод коллективных переменных [2, 5].
Метод является вариационным, основан на выделении коллективных координат и построении
усредненного лагранжиана [2, 5]. При использовании этого метода осуществляется переход от
непрерывного поля 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡) к конечному набору функций 𝑓(𝑡), зависящих только от времени.
При этом 𝑢 аппроксимируется анзацем — суммой решений из локализованных волн, содержащих
характеризующие состояние волн функции от времени, называемые коллективными переменными.
Анзац будем брать в виде суммы 𝑁 примесных мод:

𝑢𝑎 =

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛 =

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛(𝑡)𝑒
−𝜀𝑛|𝑥−𝑥𝑛|

2 , (3)

где 𝑎𝑛(𝑡) — амплитуды примесных мод в момент времени 𝑡 на 𝑛-й примеси. В рамках рассмат-
риваемого приближения амплитуды примесных мод и параметр 𝜀 будем считать достаточно
малыми, так что 𝑢𝑎 ≪ 1. Анзац (3) далее подставляется в лагранжиан (2). В рамках нашего
приближения нелинейный член лагранжиана (2) в виде cos𝑢 можно разложить в ряд Тейлора до
членов второго порядка. После взятия интегралов, аналогично исследованным ранее случаям с
𝑁 = 1 и 𝑁 = 2 [2, 5, 28, 34], получаем новую эффективную функцию Лагранжа, являющуюся
функцией от коллективных переменных 𝑎𝑛(𝑡). Подстановкой эффективной функции Лагранжа в
уравнения Лагранжа–Эйлера, после взятия производных, можно получить 𝑁 дифференциальных
уравнений для 𝑁 коллективных переменных 𝑎𝑛(𝑡) следующего вида:

𝑁∑︁
𝑛=1

{︃
[�̈�𝑛 + 𝑎𝑛]𝐸𝑙𝑛+ + 𝑎𝑛

𝜀

2

[︃
𝜀

2
𝐸𝑙𝑛− −

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑒𝑛𝑘𝑒𝑙𝑘

]︃}︃
= 0, (4)

где

𝑒𝑛𝑙 = 𝑒
−𝜀|𝑙−𝑛|𝑑

2 = 𝑒
|𝑙−𝑛|
𝑑 , 𝐸𝑙𝑛± = 𝐸𝑛𝑙± =

(︂
1

𝜀
± |𝑙 − 𝑛|𝑑

2

)︂
𝑒
|𝑙−𝑛|
𝑑 = 𝐸|𝑙−𝑛|±, 𝑙 = 1..𝑁. (5)

Далее рассмотрим возможные решения уравнения (4) для случая 𝑁 = 3. Из уравнения (4),
взяв 𝑙 = 1, 𝑙 = 2 и 𝑙 = 3, можно получить три дифференциальных уравнения для трёх коллектив-
ных переменных 𝑎1,2,3(𝑡) следующего вида:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(�̈�1 + 𝑎1)

𝜀
+ (�̈�2 + 𝑎2)𝐸1+ + (�̈�3 + 𝑎3)𝐸2+ + 𝜀/2[−𝑎1(1/2 + 𝑒2𝑑 + 𝑒4𝑑)+

+ 𝑎2(𝜀𝐸1−/2− 2𝑒𝑑 − 𝑒3𝑑) + 𝑎3(𝜀𝐸2−/2− 3𝑒2𝑑)] = 0,

(�̈�1 + 𝑎1)𝐸1+ + (�̈�2 + 𝑎2)/𝜀+ (�̈�3 + 𝑎3)𝐸1+ + 𝜀/2[𝑎1(𝜀𝐸1−/2− 2𝑒𝑑 − 𝑒3𝑑)−
− 𝑎2(1/2 + 2𝑒2𝑑) + 𝑎3(𝜀𝐸1−/2− 𝑒3𝑑 − 2𝑒𝑑)] = 0,

(�̈�1 + 𝑎1)𝐸2+ + (�̈�2 + 𝑎2)𝐸1+ + (�̈�3 + 𝑎3)/𝜀+ 𝜀/2[𝑎1(𝜀𝐸2−/2− 3𝑒2𝑑)+

+ 𝑎2(𝜀𝐸1−/2− 𝑒3𝑑 − 2𝑒𝑑)− 𝑎3(1/2 + 𝑒4𝑑 + 𝑒2𝑑)] = 0,

(6)

где
𝑒𝑑 = 𝑒

−𝜀𝑑
2 , 𝐸𝑘± = (1/𝜀± 𝑘𝑑/2)𝑒𝑘𝑑. (7)

Приведём их к более удобному для решения виду, оставив в каждом из уравнений только
одно ускорение �̈�(𝑡). Для этого вычтем из умноженного на [1 − 𝜀2𝐸2

1+] первого уравнения (6)
умноженное на 𝜀𝐸1+[1− 𝜀𝐸2+] второе уравнение (6). Затем в полученном уравнении вынесем и
вставим выражение [𝑎3 + 𝑎3], полученное из третьего уравнения (6). Далее вынесем и избавимся
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от выражения [𝑎2+𝑎2], а также перегруппируем слагаемые. Повторив аналогичные алгебраические
преобразования для двух других уравнений (6), получим:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

�̈�1 + 𝑎1ω21 + 𝑎2𝑘12 + 𝑎3𝑘13 = 0,

�̈�2 + 𝑎2ω22 + (𝑎1 + 𝑎3)𝑘21 = 0,

�̈�3 + 𝑎3ω21 + 𝑎1𝑘13 + 𝑎2𝑘12 = 0,

(8)

где

ω21 = 1− 𝜀2

4
+

𝜀3𝑑𝑒2𝑑/4

1− (1 + 𝜀𝑑+ 𝜀2𝑑2/2)𝑒2𝑑

[︂
1 + 𝑒2𝑑 +

𝜀𝑑(𝑒2𝑑 − 1)𝑒2𝑑/2

1− (1 + 𝜀𝑑)𝑒2𝑑

]︂
,

ω22 = 1− 𝜀2

4
+

𝜀3𝑑(1− 𝑒2𝑑)𝑒
2
𝑑/2

1− (1 + 𝜀𝑑+ 𝜀2𝑑2/2)𝑒2𝑑
,

𝑘12 =
𝜀2[(1 + 𝜀𝑑)𝑒2𝑑 − 1]𝑒𝑑/2

1− (1 + 𝜀𝑑+ 𝜀2𝑑2/2)𝑒2𝑑
,

𝑘13 =
𝜀2𝑒2𝑑/2

1− (1 + 𝜀𝑑+ 𝜀2𝑑2/2)𝑒2𝑑

[︂
𝜀𝑑(1 + 𝑒2𝑑)/2 + 𝑒2𝑑 − 1 +

𝜀2𝑑2(1− 𝑒2𝑑)𝑒
2
𝑑/4

1− (1 + 𝜀𝑑)𝑒2𝑑

]︂
,

𝑘21 =
𝜀2(𝜀𝑑𝑒2𝑑/2− 1)(1− 𝑒2𝑑)𝑒𝑑/2

1− (1 + 𝜀𝑑+ 𝜀2𝑑2/2)𝑒2𝑑
,

𝑒𝑑 = 𝑒
−𝜀𝑑
2 .

(9)

Случай невзаимодействующих примесных мод, соответствующий уже изученному ранее
случаю одной примеси [5], получим, найдя пределы выражений (9) при 𝑑 → ∞:

lim
𝑑→∞

𝑒𝑑 = 0, lim
𝑑→∞

ω21 = lim
𝑑→∞

ω22 = 1− 𝜀2

4
, lim

𝑑→∞
𝑘12 = lim

𝑑→∞
𝑘13 = lim

𝑑→∞
𝑘21 = 0. (10)

Отметим, что в исследованном ранее случае двух примесей [21, 28] удалось получить при-
ближённые линейные динамические уравнения для амплитуд примесных мод, которые являются
уравнениями колебательной системы с двумя степенями свободы (двух связанных осцилляторов).
Можно ожидать, что подобные линейные динамические уравнения можно получить и для случая
произвольного числа примесей. Приближённые линейные динамические уравнения для амплитуд
примесных мод в нашем случае являются уравнениями колебательной системы с тремя степе-
нями свободы (или трёх связанных осцилляторов). Их решение представляет собой сумму трёх
гармонических колебаний вида [36]:

𝑎1(𝑡) = 𝑎01 cos (Ω1𝑡+ θ1) + η12𝑎02 cos (Ω2𝑡+ θ2)− 𝑎03 cos (Ω3𝑡+ θ3),

𝑎2(𝑡) = η21𝑎01 cos (Ω1𝑡+ θ1) + 𝑎02 cos (Ω2𝑡+ θ2),

𝑎3(𝑡) = 𝑎01 cos (Ω1𝑡+ θ1) + η12𝑎02 cos (Ω2𝑡+ θ2) + 𝑎03 cos (Ω3𝑡+ θ3),

(11)

где 𝑎01, 𝑎02, 𝑎03 — константы, определяемые из начальных условий, а

Ω2
1,2 =

ω21 + ω
2
2 + 𝑘13 ∓

√︀
(ω21 − ω22 + 𝑘13)2 + 8𝑘12𝑘21

2
,

η21 =
ω22 − ω21 − 𝑘13 −

√︀
(ω21 − ω22 + 𝑘13)2 + 8𝑘12𝑘21
2𝑘12

,

η12 =
ω21 − ω22 + 𝑘13 +

√︀
(ω21 − ω22 + 𝑘13)2 + 8𝑘12𝑘21
4𝑘12

,

Ω2
3 = ω21 − 𝑘13.

(12)
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При 𝑑 → ∞, используя (9), имеем:

Ω2
1,2,3 = 1− 𝜀2

4
, η21 =

√
2, η12 = − 1√

2
. (13)

Заметим, что первая из формул (13) описывает частоту примесной моды для одиночной
примеси [5]. В рассматриваемом случае введением замены 𝑦1 = 𝑎1 + 𝑎3, 𝑦2 = 𝑎1 − 𝑎3 уравнения
(8) приводятся к системе двух связанных осцилляторов относительно 𝑎2 и 𝑦1 (рассмотренного
ранее [28, 34]) и несвязанного с ними осциллятора, описываемого функцией 𝑦2. Поэтому решения
полученной системы являются, в каком-то смысле, комбинацией рассмотренных ранее решений
уравнений для системы с одиночной локальной неоднородностью и системы с двумя локальными
неоднородностями. Так же можно перейти к нормальным или главным координатам [1,36], каждая
из которых колеблется с одной частотой:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎3(𝑡) + 𝑎1(𝑡)− 2𝑎2(𝑡)η12
2(1− η12η21)

= 𝑎01 cos (Ω1𝑡+ θ1) = φ1,

2𝑎2(𝑡)− (𝑎3(𝑡) + 𝑎1(𝑡))η21
2(1− η12η21)

= 𝑎02 cos (Ω2𝑡+ θ2) = φ2,

𝑎3(𝑡)− 𝑎1(𝑡)

2
= 𝑎03 cos (Ω3𝑡+ θ3) = φ3.

(14)

На рис. 1 представлены зависимости Ω1,2,3 от 𝑑, построенные по формулам (12) при значе-
ниях 𝜀, равных 0.5 и 0.3333. При больших расстояниях между примесями все частоты стремятся
к предельному значению (13). При уменьшении расстояния между примесями величина Ω1

уменьшается. Причём, чем больше 𝜀, тем быстрее это происходит и тем меньше становится Ω1.
Частоты Ω2,3 при уменьшении 𝑑 увеличиваются, стремясь к бесконечности, причём Ω2 увеличи-
вается быстрее, и разница в её поведении при различных 𝜀 не очень заметна. Ω3 увеличивается
медленнее и её график находится между графиками Ω1 и Ω2, а зависимость от 𝜀 выражена
сильнее, чем у Ω2.

Начальные фазы колебаний далее для простоты будем считать нулевыми θ1 = θ2 = θ3 = 0.
Путем задания разных соотношений начальных амплитуд локализованных волн можно при
данном наборе параметров 𝜀 и 𝑑 получить разные типы колебаний. Рассмотрим для примера
случай 𝜀 = 0.3333, 𝑑 = 3. Зависимости амплитуд 𝑎1,2,3(𝑡) от времени при возбуждении только
одного гармонического колебания представлены на рис. 2. В этом случае все примесные моды

a b

Рис. 1. Зависимости частот Ω1,2,3 от 𝑑 (нижняя, верхняя, средняя линии). Аналитическое решение (12) — сплошные
линии, численное решение (1) — точки. 𝜀 = 0.5 (a); 𝜀 = 0.3333 (b)

Fig. 1. Dependences of the Ω1,2,3 frequency on the 𝑑 value (lower, upper, middle lines). The analytical solution (12) — solid
lines, the numerical solution (1) — points. 𝜀 = 0.5 (a); 𝜀 = 0.3333 (b)
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a b c

Рис. 2. Зависимости амплитуд 𝑎1,2,3(𝑡) (верхний, средний, нижний графики) от времени при 𝜀 = 0.3333, 𝑑 = 3.
𝑎1(0) = 0.1, 𝑎2(0) = 0.2098, 𝑎3(0) = 0.1 (a); 𝑎1(0) = −0.1075, 𝑎2(0) = 0.2, 𝑎3(0) = −0.1075 (b); 𝑎1(0) = −0.2,
𝑎2(0) = 0, 𝑎3(0) = 0.2 (c)

Fig. 2. Dependences of the 𝑎1,2,3 amplitudes (upper, middle, lower figures) on time at 𝜀 = 0.3333, 𝑑 = 3. 𝑎1(0) = 0.1,
𝑎2(0) = 0.2098, 𝑎3(0) = 0.1 (a); 𝑎1(0) = −0.1075, 𝑎2(0) = 0.2, 𝑎3(0) = −0.1075 (b); 𝑎1(0) = −0.2, 𝑎2(0) = 0,
𝑎3(0) = 0.2 (c)

колеблются с одинаковой частотой. Первый тип колебаний является синфазным — все примесные
моды колеблются в одинаковой фазе (рис. 2, a). Характерно, что частота Ω1 этого типа колебаний
при уменьшении параметра 𝑑 уменьшается (см. рис. 1). Второй тип колебаний — синфазно-
антифазный — первая и третья примесные моды колеблются в одинаковой фазе, а вторая между
ними — в противоположной им (рис. 2, b). Его частота Ω2 при уменьшении расстояния 𝑑
увеличивается. Третий тип колебаний антифазный — первая и третья примесные моды колеблются
в противоположных фазах, а вторая между ними не возбуждается (рис. 2, c). Его частота Ω3 при
уменьшении 𝑑 увеличивается не так быстро, как Ω2. При этом амплитуды колебаний первой и
третьей примесных мод во всех случаях одинаковы.

Далее, варьируя начальные условия, рассмотрим возможные более сложные случаи связан-
ных колебаний примесных мод. Если 𝑎02 = 0, то выражения (11) можно записать в виде

𝑎1(𝑡) = 2𝑎01 cos

(︂
(Ω1+Ω3)𝑡+ θ1+ θ3

2

)︂
cos

(︂
(Ω1−Ω3)𝑡+ θ1− θ3

2

)︂
− (𝑎03+ 𝑎01) cos (Ω3𝑡+ θ3),

𝑎2(𝑡) = η21𝑎01 cos (Ω1𝑡+ θ1), (15)

𝑎3(𝑡) = 2𝑎01 cos

(︂
(Ω1+Ω3)𝑡+ θ1+ θ3

2

)︂
cos

(︂
(Ω1−Ω3)𝑡+ θ1− θ3

2

)︂
+ (𝑎03− 𝑎01) cos (Ω3𝑡+ θ3),

то есть колебания на первой и третьей примесях имеют вид биений с частотой биений, равной
|Ω1−Ω3|, и амплитудами, меняющимися от |𝑎01−𝑎03| до |𝑎01+𝑎03|, на второй примеси колебания
гармонические. Считая начальные фазы по-прежнему нулевыми θ1 = θ2 = θ3 = 0, возьмём
начальные условия, при которых амплитуда при биениях уменьшается до нуля. Например, при
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𝑎02 = 0 возьмём 𝑎03 = 𝑎01, тогда начальные условия будут 𝑎1(0) = 𝑎01 − 𝑎03 = 0, 𝑎2(0) =
= η21𝑎01 ≈ 2.098𝑎01, 𝑎3(0) = 𝑎01 + 𝑎03 = 2𝑎01. Амплитуды будут меняться от |𝑎01 − 𝑎03| = 0 до
|𝑎01 + 𝑎03| = 2|𝑎01| на первой и третьей примесях, и |η21𝑎01| ≈ 2.098|𝑎01| на второй примеси
(рис. 3, a).

Если 𝑎03 = 0, то выражения (11) можно записать в виде:

𝑎1(𝑡) = 𝑎3(𝑡) = 2𝑎01 cos

(︂
(Ω1 +Ω2)𝑡+ θ1 + θ2

2

)︂
cos

(︂
(Ω1 −Ω2)𝑡+ θ1 − θ2

2

)︂
+

+(η12𝑎02 − 𝑎01) cos (Ω2𝑡+ θ2),

𝑎2(𝑡) = 2𝑎02 cos

(︂
(Ω1 +Ω2)𝑡+ θ1 + θ2

2

)︂
cos

(︂
(Ω1 −Ω2)𝑡+ θ1 − θ2

2

)︂
+

+(η21𝑎01 − 𝑎02) cos (Ω1𝑡+ θ1),

(16)

то есть колебания имеют вид биений с частотой биений, равной |Ω1 − Ω2|, и амплитудами,
меняющимися от |𝑎01− η12𝑎02| до |𝑎01+ η12𝑎02| на первой и третьей примесях и от |𝑎02− η21𝑎01|
до |𝑎02 + η21𝑎01| на второй примеси. Например, при 𝑎03 = 0 возьмём 𝑎01 = η12𝑎02, тогда
начальные условия будут 𝑎1(0) = 𝑎3(0) = 𝑎01 + η12𝑎02 = 2η12𝑎02 ≈ −1.075𝑎02, 𝑎2(0) = 𝑎02 +
+ η21𝑎01 = (1 + η21η12)𝑎02 ≈ −0.1277𝑎02. Амплитуды будут меняться от |𝑎01 − η12𝑎02| = 0 до
|𝑎01 + η12𝑎02| = 2|η12𝑎02| ≈ 1.075|𝑎02| на первой и третьей примесях и от |𝑎02 − η21𝑎01| =
= |(1 − η21η12)𝑎02| ≈ 2.128|𝑎02| до |𝑎02 + η21𝑎01| = |(1 + η21η12)𝑎02| ≈ 0.1277|𝑎02| на второй
примеси (рис. 3, b).

a b c

Рис. 3. Зависимости амплитуд 𝑎1,2,3(𝑡) (верхний, средний, нижний графики) от времени при 𝜀 = 0.3333, 𝑑 = 3.
Значения амплитуд при 𝑡 = 0: 𝑎1(0) = 0, 𝑎2(0) = 0.2098, 𝑎3(0) = 0.2 (a); 𝑎1(0) = 0.1075, 𝑎2(0) = 0.01277,
𝑎3(0) = 0.1075 (b); 𝑎1(0) = 0, 𝑎2(0) = −0.186, 𝑎3(0) = 0.2 (c)

Fig. 3. Dependences of the 𝑎1,2,3 amplitudes (upper, middle, lower figures) on time at 𝜀 = 0.3333, 𝑑 = 3. Amplitude values
at 𝑡 = 0: 𝑎1(0) = 0, 𝑎2(0) = 0.2098, 𝑎3(0) = 0.2 (a); 𝑎1(0) = 0.1075, 𝑎2(0) = 0.01277, 𝑎3(0) = 0.1075 (b); 𝑎1(0) = 0,
𝑎2(0) = −0.186, 𝑎3(0) = 0.2 (c)
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Если 𝑎01 = 0, то выражение (11) можно записать в виде

𝑎1(𝑡) = (𝑎03 + η12𝑎02) cos (Ω2𝑡+ θ2)−

− 2𝑎03 cos

(︂
(Ω2 +Ω3)𝑡+ θ2 + θ3

2

)︂
cos

(︂
(Ω2 −Ω3)𝑡+ θ2 − θ3

2

)︂
,

𝑎2(𝑡) = 𝑎02 cos (Ω2𝑡+ θ2),

𝑎3(𝑡) = (η12𝑎02 − 𝑎03) cos (Ω2𝑡+ θ2)+

+2𝑎03 cos

(︂
(Ω2 +Ω3)𝑡+ θ2 + θ3

2

)︂
cos

(︂
(Ω2 −Ω3)𝑡+ θ2 − θ3

2

)︂
,

(17)

то есть колебания на первой и третьей примесях имеют вид биений с частотой |Ω3 − Ω2| и
амплитудами, меняющимися от |𝑎03 − η12𝑎02| до |𝑎03 + η12𝑎02|, на второй примеси колебания
гармонические. Например, при 𝑎01 = 0 возьмём 𝑎02 = 𝑎03/η12, тогда начальные условия будут
𝑎1(0) = η12𝑎02 − 𝑎03 = 0, 𝑎2(0) = 𝑎02 = 𝑎03/η12 ≈ −1.860𝑎03, 𝑎3(0) = η12𝑎02 + 𝑎03 = 2𝑎03.
Амплитуды будут меняться от |𝑎03 − η12𝑎02| = 0 до |𝑎03 + η12𝑎02| = 2|𝑎03| на первой и третьей
примесях, и |𝑎02| = |𝑎03/η12| ≈ 1.860|𝑎03| на второй примеси (рис. 3, c). Колебания в этих случаях
аналогичны колебаниям на двух одинаковых примесях, рассмотренных ранее [28].

Рассмотрим далее случай связанных колебаний примесных мод при наличии всех трёх
гармоник (рис. 4). Колебания второй примесной моды для рассмотренного случая 𝜀=0.3333, 𝑑=3
сохраняют свой характер как на рис. 3, b, так как в них участвуют только две гармоники. Форма
колебаний первой и третьей примесных мод из-за добавления третьей гармоники усложняется.

a b c

Рис. 4. Зависимости амплитуд 𝑎1,2,3(𝑡) (верхний, средний, нижний графики) от времени при 𝜀 = 0.3333, 𝑑 = 3
и значениях амплитуд при 𝑡 = 0: 𝑎1(0) = −0.03225, 𝑎2(0) = 0.18588, 𝑎3(0) = 0.08775 (a); 𝑎1(0) = 0.05375,
𝑎2(0) = 0.01277, 𝑎3(0) = 0.16125 (b); 𝑎1(0) = 0.05375, 𝑎2(0) = 0.21277, 𝑎3(0) = −0.05375 (c)

Fig. 4. Dependences of the 𝑎1,2,3 amplitudes (upper, middle, lower figures) on time at 𝜀 = 0.3333, 𝑑 = 3. Amplitude
values at 𝑡 = 0: 𝑎1(0) = −0.03225, 𝑎2(0) = 0.18588, 𝑎3(0) = 0.08775 (a); 𝑎1(0) = 0.05375, 𝑎2(0) = 0.01277,
𝑎3(0) = 0.16125 (b); 𝑎1(0) = 0.05375, 𝑎2(0) = 0.21277, 𝑎3(0) = −0.05375 (c)
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2. Результаты численных расчетов

Для того чтобы проанализировать, в каких пределах аналитическое решение, полученное
с помощью теории возмущений, применимо для описания решений нелинейного дифференци-
ального уравнения (1), необходимо его решить с помощью численных методов. На сегодняшний
день разработано достаточно большое количество методов численного решения подобных уравне-
ний [3, 4, 11, 25, 27]. Воспользуемся методом конечных разностей. Выберем трёхслойную явную
схему решения, с аппроксимацией производных на пятиточечном шаблоне типа «крест», который
применялся ранее для более простых модификаций УСГ (см., например, [19, 21]). Данная чис-
ленная схема второго порядка аппроксимации по ∆𝑥 и τ, где ∆𝑥 — шаг по координате, τ — шаг
по времени. Она обладает условной устойчивостью (τ/∆𝑥) ⩽ 1. В нашем случае схема является
«одношаговой» [21, 27, 37], использует сравнительно небольшое количество обращений к памяти
и обладает потенциалом для оптимизации вычислительного алгоритма.

Частотный анализ колебаний локализованных волн, которые рассчитываются численно, вы-
полняется с помощью дискретного преобразования Фурье. Для его расчёта используется алгоритм
быстрого преобразования Фурье (БПФ). Этот алгоритм обладает хорошей производительностью,

a b c

Рис. 5. Зависимости амплитуд 𝑎1,2,3(𝑡) от времени для 𝜀 = 0.5 при различных значениях параметра 𝑑, рассчитанные
численно из уравнения (1), и соответствующие дискретные фурье-разложения 𝐴(ω). 𝑑 = 1 (a); 𝑑 = 3 (b); 𝑑 = 6 (c)

Fig. 5. Dependences of the 𝑎1,2,3 amplitudes on time for 𝜀 = 0.5 at different the 𝑑 values calculated numerically from the
equation (1) and corresponding discrete Fourier expansion 𝐴(ω). 𝑑 = 1 (a); 𝑑 = 3 (b); 𝑑 = 6 (c)
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однако наиболее оптимизированные реализации БПФ накладывают определенные ограничения на
исходный ряд. Для подготовки данных исходная дискретная зависимость интерполируется кубиче-
ским сплайном с естественными граничными условиями, из которого строится новая дискретная
зависимость на равномерной сетке с увеличенным количеством точек аппроксимации. Из новой
дискретной зависимости рассчитывается частотный спектр с помощью БПФ. Для повышения
точности определения частоты точки максимумов частотного спектра уточняются с помощью
интерполяции сплайном Акимы.

Численный эксперимент выполняется следующим образом. В начальный момент времени
на некотором расстоянии от примесей имеется кинк, движущийся с постоянной скоростью.
При прохождении кинка через область точечных примесей на них возбуждаются локализованные
волны бризерного типа. Амплитуда и вид локализованных волн зависят от начальной скорости
кинка, параметров 𝜀 и 𝑑. Поскольку локализованные примесные волны возбуждаются в результате
прохождения кинка, то его начальная скорость определяет их начальную разность фаз, как для
случая аналитического решения. Вследствие этого не удается возбудить весь спектр возможных
связанных колебаний локализованных волн.

На рис. 5 и рис. 6 приведены зависимости амплитуды локализованных волн от времени
в точке расположения примесей при 𝜀 = 0.3333 и 𝜀 = 0.5 для трёх различных случаев, соот-
ветствующих различным значениям параметра 𝑑, которые по характеру частотных спектров
𝐴(ω) можно отнести к различным режимам колебаний. Из рисунков видно, что при малых

a b c

Рис. 6. Зависимости амплитуд 𝑎1,2,3(𝑡) от времени для 𝜀 = 0.3333 при различных значениях параметра 𝑑, рассчитанные
численно из уравнения (1), и соответствующие дискретные фурье-разложения 𝐴(ω). 𝑑 = 1 (a); 𝑑 = 3 (b); 𝑑 = 6 (c)

Fig. 6. Dependences of the 𝑎1,2,3 amplitudes on time for 𝜀 = 0.3333 at different the 𝑑 values calculated numerically from the
equation (1) and corresponding discrete Fourier expansion 𝐴(ω). 𝑑 = 1 (a); 𝑑 = 3 (b); 𝑑 = 6 (c)
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расстояниях между примесями связь между волнами очень сильная и при любых начальных
условиях они через некоторый промежуток времени начинают колебаться синфазно на единой
частоте. Отметим, что подобное поведение характерно и для случая двух точечных примесей [28].
Из рис. 5 и рис. 6 для случая небольшого и большого расстояния между примесями видно,
что существуют связанные колебания локализованных волн бризерного типа с характерными
сильными биениями. Проведем сравнение полученных с помощью фурье-разложения гармоник с
полученными ранее аналитически частотами Ω1,2,3. На рис. 1 сплошными линиями отложены
аналитически рассчитанные частоты Ω1, Ω2 и Ω3, а точками — полученные численно частоты.
Из рис. 1 видно, что наблюдается хорошее совпадение численных и аналитических результатов.
Полученные численно значения гармоник для рассмотренных случаев с точностью до 1–2%
совпадают с соответствующими значениями Ω1,2,3. Например, для Ω1 и Ω3 при 𝜀 = 0.3333 и
𝑑 = 4 значения, полученные аналитически, равны 0.968 и 1.000, а полученные численно равны
0.956 и 0.996, соответственно. Значение Ω2 при 𝜀 = 0.3333 и 𝑑 = 6 для аналитического решения
равно 1.034, для численного — 1.036. Из сравнения численных и аналитических результатов
следует, что аналитические результаты, полученные с помощью уравнений для коллективных
координат, остаются относительно достоверными и близки к результатам прямого численного
расчета при 𝑑 больше или равном единице, 𝜀 меньше единицы, и амплитудах примесных мод
порядка 0.3 и меньше. Локализованные волны, содержащие частоты Ω1 и Ω3, возбуждаются
численно начиная с малых расстояний между примесями. Локализованные волны, содержащие
частоту Ω2, возбуждаются численно только для больших расстояний между примесями (в данном
случае начиная с 𝑑 = 6), когда сильно уменьшается «сила связи» между ними. Причем для
случая локализованных волн с одной частотой возбуждается Ω1, для случая колебаний с двумя
частотами — Ω1 и Ω3.

Заключение

В статье для модели синус-Гордона с произвольным числом одинаковых точечных приме-
сей, расположенных на одинаковом расстоянии друг от друга, с помощью метода коллективных
переменных получена система уравнений, описывающих колебания локализованных на примесях
волн. Полученные дифференциальные уравнения для случая трёх примесей являются уравне-
ниями колебательной системы с тремя степенями свободы или трёх связанных гармонических
осцилляторов. Колебания системы представляют собой сумму трёх типов гармонических колеба-
ний: синфазного, синфазно-антифазного и антифазного. Получены приближенные аналитические
решения для частот, хорошо аппроксимирующие результаты прямого численного моделирования
нелинейной системы. Показано, что при уменьшении расстояния между примесями частота син-
фазных колебаний уменьшается, частота синфазно-антифазных колебаний увеличивается, частота
антифазных колебаний увеличивается не так быстро как синфазно-антифазных. При возбужде-
нии двух частот возникают биения, колебания похожи на колебания в случае двух одинаковых
примесей. При возбуждении трёх частот форма колебаний усложняется.
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